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Sur une propriété des polynomes de Norlund

Farid BENCHERIF

Résumé

In this paper, we prove a remarkable property of the coefficients of Nérlund’s polynomials
obtained mainly from a result of J.-L. Chabert.

1. INTRODUCTION

Cet article synthétise des résultats obtenus dans [2] et [3]. Dans ce paragraphe, nous rappelons la
définition des polynoémes de Norlund de premiére et deuxieme espece ainsi que celle des polynomes
de Stirling. Nous énoncons ensuite le principal résultat qui concerne une propriété remarquable
des coefficients des polynomes de Norlund. La démonstration de ce théoréeme faite au paragraphe
suivant repose essentiellement sur un résultat de J-L Chabert [6]. Un corollaire de notre théoréme
permet alors de répondre positivement a une ancienne question posée en 1960 par D.S. Mitrinovi¢
et R.S. Mitrinovié [14].

1.1. Polynémes de No6rlund.
Les polynémes de Nérlund BS ([16], chapitre 6) et b sont définis par

1.1 BWZ _(_Z YN E L (—
(1.1) Z " onl (ez—l ¢ ;" ? In(1+ z)

n=0

Les polynémes de Noérlund Bff) sont aussi appelés nombres généralisés de Bernoulli d’ordre x ;
BT(LI) = B, est le n-ieme nombre ordinaire de Bernoulli; bg) = b, est appelé n-ieme nombre de
Bernoulli de seconde espéce et aussi n-ieme nombre de Cauchy. Il est bien connu et facile a prouver
que

(1.2) Bopt1 =0 pour n > 1.
On a
30:17312—%732=é,34= %,36 é,
et
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Pour n > 1, B et b\ sont des polynémes en x de degré n & coefficients rationnels et de

coefficients dominants respectifs (_71)”

(z) _
By
B(z) —%:I:
(x) 1,2 1
BSJC -3 + 1x2
(I) 1,4
( ) 1695 - sx + 4855 + 12035
©) _ 1 4 5,3 1,2
By 325‘ + 485” 967" — 187
et
b =1
b(x) %x
(w) 1.2 5
b( o =37z 2433
x 1
bi(’) Vo 4833 - 4895 + 8
z 14 _ 5 .3, 97 .2 251
b( : = 3837 192 + 115295 2880
) _ 1 5 3 401
by = 310 115233 + 23043j 57601j + 28833

Les nombres de Stirling de premiére espéce s(n, k) et de deuziéme espéce S(n, k) sont définis par

([8], [11]) -

> 2" (ln(l —|— z) ( — 1)k
1. k - k —
(13) > s Z S, -
11 est bien connu que, pour k fixé, s(n,n—k) et S(n+k,n) sont des polyndmes en n qui s’expriment
a l'aide des polynémes de Norlund ([4], [10], [15]) :
-1\ K\ L(—n
(1.4) s(n,n—k)z( B )B,g>et5(n+k,n):<";: >B,g ),

Pour n et k£ > 0, posons

(1.5) T (2) = <x - 1) B®.

n

T,(z) est un polyndéme de degré 2n, appelé polynome de Stirling par D.S. Mitrinovié¢ et R.S.
Mitrinovié. On déduit de (1.4) et (1.5) les relations

(1.6) s(n,n —k) =Ti(n) (pour n>k)et S(n+k,n)=(—1)*Tx(—n).

11 est facile de constater a I'aide des relations (1.3) et (1.1) que

(1.7) s(n,n—k) = k! (Z) b,(ckfn).
On déduit alors de (1.4) et (1.7) la relation suivante
(1.8) (n—2)B{ = —nlz b=,

1.2. Les suites d’entiers (M,), (d,) et (my,).

Nous allons définir trois suites d’entiers (M,,), (d,) et (m,,) attachées respectivement aux suites
de polynomes (b)) et (BS) et (T, ().
— La suite des nombres de Minkowski, répertoriée A053657 dans [17], est la suite d’entiers (M, )n>0
définie par

(1.9) M= [ plEtlmslHlesle

p premier

Remarquons que, si p > n + 1, le facteur correspond dans le produit (1.9) vaut 1, et donc M, est
en fait un produit fini. La suite d’entiers

(Mn) 5o = (1,2, 24,48, 5760, 11520, 2003040, 5306080, 1393459200, ...)
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intervient dans de nombreuses situations (¢f [12], [6], [7]). Les deux propriétés suivantes faciles &
prouver nous seront utiles :

(110) (Tl + 1)' | Mn et M2n+1 = 2M2n
— La suite d’entiers (d,,)n>0 = (%)n>0 est répertoriée A001898 dans [17] :

(dn)nso = (1,2,12,8, 240,96, 4032, 1152, 34560, 7680, 101376...).
De (1.10), on déduit que

daon, 2 1
(1.11) o _ntl
doni1 2
— La suite d’entiers (my,)n>0 = ((nMTwl)') o répertoriée A163176 dans [17], a été mise en évidence
- /n>0

par D.S. Mitrinovi¢ et R.S. Mitrinovié¢ dans [14] :
(Man)nz0 = (1,1,4,2,48, 16,576, 144, 3840, 768, 9216...).

Le résultat suivant est essentiel dans la démonstration du théoréme principal qui suit. Rappelons
qu’un polynéme non nul de Z[z] est dit primitif si le pged de 'ensemble de ses coefficients vaut 1.

Lemme 1. Pour tout entier n > 0,

(1.12) M, b%) est un polynome primitif de Z|x]
(1.13) dn, B est un polynome primitif de Z[x] .

Démonstration. Dans [6], J.-L. Chabert prouve que (—1)"M,, b est un polynéme primitif de
Z[z]. On en déduit (1.12) ainsi que la primitivité du polynéme M, x b de Z[z]. Remarquons
alors qu’avec (1.8), on a

do(n—2)BS™ = —M,, 260",
Par suite, d,,(n — x)B,S_m) est aussi un polynéme primitif de Z[z]; la relation (1.13) en résulte.
On peut aussi obtenir la relation (1.13) directement d’aprés un résultat d’Adelberg ([1], Corollary

3). 0
1.3. Le résultat principal.
Théoréme 2. Avec M, :== ] pL”%JJrLP“’n*”J+{P2<Z*1>J+m etd, = ona, pourn>3:
p premier ’
(1.14) B = di (12" afy_oa® 2 4 iz + af)
2n
(x) a? 2n—1 2n—2
n n— n n— n n
(1.15) Bypy1 = "ot (Ban_1 + Ban_o® + -+ Bl + By)
n

s tagak et SR grak étant des polynomes primitifs de Zz] avee

agnfl Canf2 agnf?) Oé? 048
=2n+1, n =2n-1, n =2n—3, 7:17 7:1
55171,1 /6277,72 /82,,74,3 /81 /80
Ainsi, on a pour n =3
dsBS” = (632° — 3150" + 3152° + 91a® — 42z — 16)
d7BY) = —2? (92° — 632" + 10527 + Ta? — 42z — 16)
of pood_g o) _yoal_y ol
Ps Bi 3 1 0
et pour n =4
dyBS” = (13527 —12602°+31502° 840" ~23452° — 54002+ 404z + 144)
doBS" = —2?(152"—1802°+6302° —4482* 6652 +1002>+404z + 144)
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4 al al 4 o
g, Sy, B g 20
7 Bs B3 e 50
Remarque 3. Pourn > 1,on a BQH)Jrl = Bay 41 = 0. On en déduit que le polynome 8%, x?" 1+
Bl w2 4 B x? 3 4+ Bla + B est divisible par 2 — 1 dans Z[z] . Avec les notations

du théoréeme 2, on peut écrire pour n > 1

2
. 1)
BY - 1 ip@en - @D po
o (2n T 1)m2nl’ Qn( ) 2n+1 (271 I 2)m2n+1 2n+1( )7
ou
PQn(x) = ag’n—leH ! + a2n 233 + a?n 3x2n73 + O/{L'T =+ Oég
et

(‘T - 1)P2ﬂ+1(x) = 7(ﬂgn—lx2n71 + ﬂ;n—2x2n72 + ﬁgn—3x2n73 +oe B?‘T + Bg)a
les polynémes P, (z) et Py,41(z) étant des polyndmes primitifs de Z [z] vérifiant
P5,(0) = ag = By = Papt1(0).
1.4. Propriété des polyndmes de Stirling.

D.S. Mitrinovié et R.S. Mitrinovié [14] ont déterminé les polyndémes de Stirling 7),(z) pour
n € {1,9} et ont trouvé :

X
rio = (2
1/z
To(z) = 4(3>P2
T5(z) = 1<x>x (z — 1)Ps(x
2\4
1 /z
niw) = 55()n
Ts(x) = L <x>m(x —1)Ps
16 \ 6
Tiw) = (7))
576 \ 7
Tr(z) = 1<x>x x—1)P;
144 \ 8
Ts(x) = 1(x>PS
3840 \ 9
To(x) = 1<x>x x—1)Py(x
768 \ 10
ou
Py(z) = 3x-1
Py(z) = -1
Py(z) = 152 —302% + 52 + 2
Ps(x) = —3z*+7x+2
Ps(z) = 632° —3152* + 31523 + 912 — 422 — 16
Pr(z) = —92* 4 542 — 5122 — 58z — 16
Pg(r) = 13527 —12602° + 315025 — 8402 — 234523 — 5402 + 404z + 144

Py(z) = —152% 4 16525 — 46521 — 172 4 6482° + 548z + 144.
Ils ont constaté que les P,(x) sont des polynémes primitifs de Z[z] vérifiant :
P5(0) = P5(0), P4(0) = P5(0), Ps(0) = P7(0), Ps(0) = Py(0).
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Ils ont alors posé la question de savoir si cette propriété est vérifiée de maniére générale pour
le couple de polynémes (Pax(n), Part1(n)) associé au couple de nombres de Stirling (s(n,n —
2k), s(n,n — (2k 4+ 1)) pour tout k > 1 ([14], page 4). Le corollaire suivant répond positivement &
cette question.

Corollaire 4. Pour tout entier k > 1, il existe deuzx polynomes primitifs de Zlx], Por(x) et
Pyyiq(x) tels que

(1.16) s(n,n — 2k) = %% <2k”+ 1) Pox(n)  (n > 2k)
(1.17) s(n,m—2k—1) = %kﬂ (2k7:_ 2>n(n —1)Pop1(n) (n>=2k+1),
(1.18) Por(0) = Pog11(0).

Démonstration. D’aprés (1.6), pour k > 1, on a :
s(n,n —2k) = Tog(n) sin > 2k et s(n,n — 2k — 1) = Topr1(n) sin > 2k + 1.
Compte tenu de la relation (1.5) et de la remarque 3, on a

n—1

tut) = ("5 )Eato

= (") @ g e

1 n
o <2k + 1) Par(n)

et
Toim) = (171 ) Baen(n)
2k+1\1) = 2% + 1 2k+1(1
n—1 n%(n —1)
= —P
<2k + 1) (2k + 2)mak 1 21.(1)
1 n
- —1)P.
() o) = DR
ol Pog(x) et Popyq(x) sont primitifs dans Z [z]et vérifient Pax(0) = Pog11(0). O

2. DEMONSTRATION DU THEOREME PRINCIPAL

Plusieurs auteurs se sont intéressés aux coefficients du polynome B ([5], [9], [13]). Dans [13],
(Theorem 1 et Theorem 2), G. D. Liu et H. M. Strivastava ont prouvé la formule explicite donnée
dans le lemme suivant :

Lemme 5. Pourn > 1, B,(f) est un polynome de degré n, de terme constant nul et, pour 1 < k <n,
le coefficient de x* est égal a :

4 B = (-1 BBy
[37] n _( ) k! Z (il ik)il' ik'.
’ i1+io+Fig=n cOLlseeeCke

i;>1 pour j=1,....k

A Taide de ce lemme, on obtient aisément les relations suivantes
)

(6]
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Lemme 6. Pourn > 2, on a

e - S0 ()

T n— Bn
[z] BS«L ) = (1) 17
1 2n\ Bo; B i
21 gl _ 2 2210221
(%] Ban 2 Z 2 ) 2i(2n — 2i)
1<i<n—1
T BQn
[22] B, = (2n+ D
31 p@) 2n+1 2n\ ByiBon—2i
B S ) Z2ilon2i
[°] Baria 1 2i ) 2i(2n — 2i)
1<i<n—1

On sait que d’apres les lemmes 1 et 5 que dnBﬁ,,z) est un polynome primitif de Z[z], de terme

constant nul. De plus d’aprés la relation (1.2) et le lemme 6, on a [z] Béill = gf;:ll

n > 1. Le polynome d2n+lB§fl)+1 est donc divisible par 22, pour n > 1. Ainsi se trouvent justiﬁées

= (0 pour

les écritures (1.14) et (1.15) ainsi que la primitivité dans Z[z] des polyndmes Zk o Yapak et
Zzn 1 3nak Les relations (2) du théoréme 2 découlent alors de la relation (1.11) et des relations
sulvantes déduites du lemme 6 :
0B,y = day [2*"] BSY) et By =dang [22" ] Bk,
ab, oy = doy 27" By (I) et By = dopi [2° ]Bgn+17
0By = dan [¢*" 7] B “”) et By =dansr [P BEL,
ol = doy [x2n 2} (ac) s Bl = dayni1 [xQn—l} BéfL)er
Oég = dgn [I] Béz) et ﬂg = d2n+1 [.Iﬂ Bgrvl,)—i-l

La preuve du théoréme 2 est complete.
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