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Abstract 

We make use of the notion of ‘doubled fixed point’ in the graph of an exceeding mapping, to 

give new combinatorial interpretations (a) for the Euler finite-difference tableau relating the 
sequence n! to the sequence of derangement numbers, and (b) for the Seidel tableau generating 
the Genocchi numbers of first and second kind. Further consequences are derived for the 
combinatorial theory of Genocchi numbers and allied polynomials. 

1. Un tableau aux diffkences d’Euler 

On trouve dans l’oeuvre d‘Euler ’ le tableau aux diffkrences suivant, oti nous notons 

df: le terme glnkrique (0 < k d n) (voir Tableau 1). 

La rtcurrence dkfinissant les entiers df: est 

d:=n!, et di=di+‘-dk_, , 

autrement dit la diagonale est la suite n! et chaque terme est la diffkrence entre celui 

sit& i sa droite et celui situ& au-dessus de lui. Dans ce paragraphe, nous allons 

proposer trois interprktations combinatoires des entiers dt. 

Nous donnons la prioritk g une interprktation en termes d’applications exckdantes. 

En fait la Proposition 1.1 est surtout destinte i prkparer le lecteur $ la Proposition 2.1 

du paragraphe suivant. 

Une application f de { 1,2, 3, . . . , n} dans { 1,2,3, . . . , n} est dite exckdante si son 

graphe est situ& au-dessus de la diagonale: pour tout iE { 1, 2, 3, . . . , n>, f(i) > i. 11 est 

clair que le nombre de ces applications est n!. Etant donrke une application exckdante 

f, un point (i, f(i)) de son graphe est dit jixe s’il est sur la diagonale, c’est-g-dire si 

* Corresponding author. 
’ Le lecteur nous excusera de ne pas donner la rbfkrence pr8cise. Signalons que le tableau d’Euler est orient& 

diff&remment et ne comporte pas notre 0-iBme colonne, celle des dkrangements. 
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Tableau 1. 

k 

n 0 1 2 3 4 5 

0 1 
1 0 1 
2 1 1 2 

3 2 3 4 6 

4 9 11 14 18 24 
5 44 53 64 78 96 120 

Fig. 1. 

f(i) = i, un point fixe est dit doublb s’il n’est pas seul sur sa ligne, c’est-a-dire s’il existe 

j < i tel que f(j) =f(i) = i. 

Proposition 1.1. L’entier di est le nombre des applications exctdantes f de 
{1,2, 3, . . . ,n}dans{1,2,3 ,..., n} dont I’ensemble des pointsjixes non doublbs est inch 
dans l’ensemble { 1,2, 3, . . . , k}. 

Exemple. Denombrons les applications excedantes de { 1,2,3) dans lui-mCme dont 

l’ensemble des points fixes non doubles est inclus dans { 1,2}, autrement dit dont 

3 n’est pas un point fixe non double. Ce sont 133, 233, 323, et 333. Or d3 =4. 

DCmonstration. Notons provisoirement f f: le nombre des applications f en question. 11 

est clair que f i = n! puisqu’il n’y a aucune condition restrictive quand k = n. D’autre 

partfk+’ -f i est le nombre des f dont le plus grand point fixe non double est k + 1. 

Supprimons du graphe de f la (k+ 1)-ieme ligne et la (k + 1)-ieme colonne, qui ne 

contiennent pas d’autre point que (k+ 1, k+ 1) (voir Fig. 1). Nous obtenons apres 

renumerotage des lignes et colonnes le graphe dune application excedante g de 

(L2, 3, ... , n- 1) dans lui-m&me dont l’ensemble des points fixes non doubles est 

inclus dans {1,2, 3, . . . , k}. L’application f wg ttant clairement bijective, on a done 

fi+'-ff=ff-1, et par consequentf$=dk. 

Proposition 1.2. L’entier di est le nombre des permutations o de { 1,2, 3, . . . , n} dans 

{1,2, 3, ... > n} dont l’ensemble des points$xes est inch dans l’ensemble { 1,2, 3, . . . , k}. 
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On peut faire une demonstration directe analogue a celle de la Proposition 1.1, mais 

now prtferons mettre en evidence une bijection entre permutations 0 et applications 

excedantes fqui nous sera utile par la suite. Precisons la terminologie: ttant donnee 

une permutation CT dtkomposee en ses cycles, nous designons un entier 

je{l,2, 3 ,..., TI} qui est le plus grand parmi ceux de son cycle sous l’action de 

rs comme un maximum de cycle. Les points fixes de 0 font done partie de ses maxima de 

cycles. D’autre part on appelle valeur d’excedance tout entier i superieur ou tgal a son 

antecedent: a-‘(i)< i. 

Proposition 1.3. I1 existe une bijection a-f qui est telle que: 

(1) Un element j est un maximum de cycle de a si et seulement si c’est un pointfixe def 

(2) Un element j est un point fixe de a si et seulement si c’est un point fixe non 

double de f 

(3) Un element j est une valeur d’ excedance de a si et seulement si c’est une valeur def 

c’est-a-dire s’il posstde au moins un antecedent par f 

DCmonstration. Etant donnee a, on construit f de la man&e suivante: f(i) est le 

premier entier suptrieur ou egal a i que l’on rencontre lorsqu’on dtcrit l’orbite de 

i sous l’action de a en commencant par a(i), puis a2(i), etc. 11 est clair qu’une condition 

ntcessaire et suffisante pour que f (j)=j est que j soit maximum dans son cycle. En 

supposant cela realise, si j n’est pas seul dans son cycle alors c’est un point fixe double 

def,cara-‘(j)<jdonconaf(a-‘(j))=j=f(j).Lem&meargumentvautpourtout 

autre j qui est une valeur d’exctdance: on a f (a- ‘( j)) =j done j est une valeur def: 

En revanche il est clair que si j < a- r (j), j ne peut etre une valeur def: 

11 ne reste plus qu’a prouver que l’application a ++ f ainsi dtfinie est une bijection. 

Nous allons montrer sur un exemple comment on remonte de f g a. Soit par exemple 

n=9 et f donnte par la liste de ses images: f=6,4,9,6,7,9,7,9,9, autrement dit 

f(l)= 6, f (2)=4, etc. On rep&e d’abord les points fixes de fT ici 7 et 9, qui seront les 

maxima des cycles de a, et on les place en fins de cycles: a = ( . . . ,7) ( . . . ,9). Si j est un 

maximum de cycle, on recherche ses antecedents de premiere generation, c’est-d-dire 

les i tels que f(i) = j. Pour que j soit le premier entier 3 i qu’on rencontre en dtcrivant 

le cycle a partir de a(i), il convient de placer ces antecedents de premiere generation 

zl, i2, etc. avant j et par ordre d&croissant. Ce qui donne: a=(5,7)( __. ,8, . . . , 
6 , . . . ,3,9). Si un antecedent i de premiere generation possede a son tour des anteced- 

ents h par J soient hl, h2, etc., on dit que ce sont des antecedents de deuxieme 

generation de j, on les ins&e dans le cycle juste avant i et par ordre decroissant. D’ou 

a=(5 7)(8, . . . ,4,1,6,3,9). Et ainsi de suite jusqu’a Cpuisement des antecedents de 

toutes generations du point fixe j. Dans notre exemple il ne reste plus qu’un antectd- 

ent de troisieme generation de 9, a savoir 2, qu’on place juste avant 4, d’ou 

a =(5,7)(8,2,4, 1, 6, 3,9). Cet algorithme, que nous ne detaillons pas davantage (on 

pourrait le faire dans le formalisme des arborescences), montre que la correspondance 

a t+f est bijective. q 
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Corollaire. L’entier dz est kgal h d,, nombre des permutations sans point jixe, ou 

dhangements, et c’est aussi le nombre des applications exctdantes dont tous les points 

jixes sont doublts. 

Notons que ce corollaire se dtduit aussi de resultats trb classiques sur les dtrange- 

ments. C’est ainsi qu’en it&ant l’equation aux differences dlfinissant les di, on obtient 

la formule bien connue: 

d:=( :)n!-( ;)(n-I)!+( I)(.-2)!-...+(-I).( I)O! 

=n! I-;+;-...+(-‘).$ 
( . 

Nous terminerons ce paragraphe en signalant que la statistique des successions 

[17], qui se lit sur la representation lintaire des permutations, permet tgalement 

d’interprtter les entiers df. Etant donnee une permutation g de { 1,2, 3, . . . , n} et 

iE{l, 2, 3, . . . , n}, on dit que 0 presente une succession en i si Ton a o(i)=o(i- l)+ 1, 

avec la convention que o(O)=O. La position de la succession est i, sa valeur est a(i). On 

a le resultat suivant: l’entier df: est le nombre des permutations o de { 1,2, 3, . . . , n} dont 

l’ensemble des valeurs de successions est inclus dans {l, 2, 3,. . . , k}. On peut raisonner 

comme pour la proposition 1, en observant que si la plus grande valeur de succession 

d’une permutation 0 est k + 1, quand on retire cette valeur k + 1 et qu’on diminue de 

1 toutes les valeurs qui lui sont strictement superieures, on obtient une permutation 

t de {1,2,3 ,..., n- l} dont l’ensemble des valeurs de successions est inclus dans 

{1,2, 3,... , k}, d’ou la recurrence des d f . 

Remarques. (1) On peut dans cet &once remplacer valeurs de successions par posi- 

tions de successions, car ces deux parametres s’echangent dans l’involution c H g-l. 

(2) Comme corollaires, le nombre des derangements dz est aussi le nombre des 

permutations sans succession (la bijection est moins tvidente qu’il n’y parait a pre- 

miere vue), et l’entier d,’ est le nombre des permutations sans succession interne, 

c’est-i-dire sans succession autre que (eventuellement) la succession 01, considerte 

comme externe. Pour plus de details sur la suite d,‘, voir [14, 171. 

2. Le tableau de Seidel des nombres de Genocchi 

On appelle tableau de Seidel des nombres des Genocchi le tableau des entiers 

ejf” construit de la maniere suivante, pour n > 1 et 0 < 2k < n: 

ey=l, 

ezn-0 zn- 3 e$i=e$i+2+e$$1 (0<2k<2n-2), 

ei,+l =e%, e~fj+I=e~~;~+e$f: (2<2k<2n). 

Voir Tableau 2 pour les premieres valeurs des entiers ezk, pour 1 dn<8 
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Tableau 2. 

41 

2k 

n 0 2 4 6 8 

1 1 

2 1 0 

3 1 1 

4 2 1 0 

5 2 3 3 

6 8 6 3 0 

I 8 14 17 17 

8 56 48 34 17 0 

11 est clair qu’une man&e equivalente de dtfinir le Tableau 2 est la suivante: 

&=l, 

e:~=el~-,+el~‘:+...+e~~~~ (0<2k<2n-2), e$i=O, 

e~~+l=e~,+el.+...+e~~ (0 < 2k < 2n). 

On d&nit plus classiquement les nombres de Genocchi Gz. par leur fonction 

gentratrice2 

t2” 
~=t-~+~-3~+‘7~-...+(-1)“G,.~ 

(2n)!+“” 

Ou par leur relation avec les nombres de Bernoulli 

G2,=2(22”- l)B,,. 

Seidel a demontre [ 183 que l’on a e $: : = e zi- 2 = G2”, ce qui fournit une mtthode tres 

simple pour calculer les nombres de Genocchi. La preuve de Seidel est reproduite dans 

[9,6,21]. Par ailleurs on d&nit les nombres de Genocchi medians Hz”+ 1 (ou 

nombres de Genocchi de deuxieme espece) comme etant ceux qui apparaissent dans la 

colonne de gauche du tableau de Seidel: e $. = e ;,, + i = HZn + r. 

Nous allons donner du tableau de Seidel une interpretation combinatoire differente 

de celle donnee en [9], et qui presente l’interet, outre la similitude avec l’etude 

ci-dessus des entiers di, de se rattacher etroitement aux modeles combinatoires 

apparaissant en [4,5,7, 121, plus precisement a celui des escaliers surjectifs (encore 

appelts pistolets surjectifi). Un escalier surjectif F de taille 2n est le graphe d’une 

application exctdantefde { 1,2, 3, . . . ,2n} dans (1,2, 3, . . . ,2n} dont l’ensemble-image 

est exactement l’ensemble des entiers pairs {2,4,6, . . . ,2n}, qui est done surjective sur 

cet ensemble. On represente l’escalier F dans un diagramme de 2n colonnes et n lignes 

’ Genocchi ttait, comme Seidel, un mathtmaticien du sikle dernier. En fait on a un peu oubliC le fait que les 

nombres de Genocchi ttaient bien connus d’Euler (Opera Omnia, vol. X, p. 380). 
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(les lignes paires) qui de bas en haut ont pour longueurs 2,4,6, . . . ,2n. L’escalier 

F a exactement un point dans chaque colonne du diagramme, et au moins un point 

dans chaque ligne (cf. Figs. 2,3,4). Dans la dkmonstration de la Proposition 2.1 nous 

raisonnerons sur cette figure gkomttrique oti F est reprksentl dans son diagramme, 

plus maniable que l’application f elle-m&me. 

Dans [S] nous avons montri: que le nombre d’escaliers surjectifs de taille 2n est le 

nombre de Genocchi G2n+2, rksultat qui apparaitra ici comme un corollaire de 

l’interprktation que nous allons donner du tableau de Seidel. Etant don& un escalier 

surjectif F de taille 2n, il est clair que 2n est un point fixe doublt (pour allkger l’kriture, 

nous dksignons un point fixe par son abscisse), puisqu’on a ntcessairement 

f(2n - 1) =f(2n) = 2n. Le plus grand point fixe non doublk de F, s’il existe, est done un 

entier pair 2k qui est compris entre 2 et 2n-2, et s’il n’existe pas nous convenons de 

dire qu’il est Ctgal A 0. Dans ces conditions on a 1’CnoncC suivant: 

Proposition 2.1. Pour tout n > 1 et pour tout k tel que 0 <k < n, 
(1) I’entier e$f: est @al au nombre des escaliers surjectifs F de taille 2n dont le plus 

grand point jixe non doubl6 est 2k. 

p 2k=8, 2j=14 

Fig. 2. . . . . . . . . . . . kk’ . . . . . 
k=O, 2j=lO 

k=7 

. . . . . . . . . . . 7 . . . . . 
Fig. 3. 

i=7, k-2=5 

Fig. 4. 
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(2) I’entier ezk,+ 1 est &gal au nombre des escaliers surjectifs F de taille 2n dont tous les 
points fixes strictement suphrieurs h 2k sont doublts. 

DCmonstration. Remarquons tout d’abord que le point (2) est constquence immkdiate 

du point (l), car si (1) est v&if%, l’kgalitk 

permet de dtduire que e $i + 1 est le nombre des escaliers surjectifs F de taille 2n dont le 

plus grand point fixe non doublk est au plus tgal g 2k, autrement dit dont tous les 

points fixes strictement suptrieurs i 2k sont doublks. 

Nous faisons g prtsent l’hypothkse que le point (2) est vrai pour 2n- 1, ce qui, en 

posant j= k + 1, s’Cnonce ainsi: pour tout j tel que 1 <j <n, l’entier e;bI: est bgal au 
nombre des escaliers surjectifs F de taille 2n-2 dont tous les points fixes >2j sont 
doublbs. A partir de 18 nous allons ditmontrer le point (1). Nous considtrons done les 

escaliers surjectifs F de taille 2n dont le plus grand point fixe non doublC vaut 2k, et 

partitionnons cet ensemble selon la valeur 2j du plus petit point fixe de F strictement 

suptrieur g 2k. 11 est clair que 2j existe, vkrifie 2k+ 2 <2j < 2n, et est un point fixe 

doubk. Nous allons montrer que si l’on fixe 2k et 2j, le nombre des escaliers concern&, 

qui a priori dtpend de n, k, et j, ne dlpend en fait que de n et de j, et vaut e$i_:. Soit 

done F un escalier de ce type. Nous distinguons deux cas, selon que 2k>2, ou que 

k=O. 
(a) Si 2k 3 2, nous supprimons (cf. Fig. 2) la ligne et la colonne du point fixe 2k, qui, 

en dehors du point (2k, 2k) sont vides puisqu’il est non doublk, nous supprimons de 

m&me la colonne du point fixe 2j, vide en dehors de ce point fixe, enfin nous 

supprimons les tventuelles cases fixes intermkdiaires (2k + 2,2k + 2), . . . jusqu’i 

(2j - 2,2j- 2), vides aussi puisque 2j est le plus petit point fixe > 2k. 
(b) Si k = 0, cela signifie que F n’a pas de point fixe non doublt, ce qui implique que 

f(l)=2 car la surjectivitk defsur la ligne 2 ne peut Etre assurke par le seul (kventuel) 

point (2,2). Nous supprimons alors (cf. Fig. 3) la premikre colonne, celle du point (1,2), 

puis nous opkrons comme au a) en supprimant kgalement la colonne de 2j, qui est 

dans le cas prksent le plus petit point fixe, vkifiant 2 d 2j d 2n, et en supprimant enfin 

les Cventuelles cases fixes inftkieures 2,4, . . _ ,2j - 2. 

Dans les deux cas, il est clair qu’on a suppriml exactement 2n cases du diagramme 

de F, que les cases restantes constituent, aprks renumkrotage des lignes et colonnes, un 

diagramme de la forme requise et de taille 2n - 2, et que la trace de F sur ce diagramme 

est un escalier G surjectif, car la seule ligne de F od nous avons supprim un point et 

qui figure dans G est la ligne 2j de F qui est devenue la ligne 2j - 2 de G, or cette ligne 

est rest&e non vide puisque 2j ttait doublt dans F. D’autre part si G posdde un point 

fixe sur une ligne 212 2j, celui-ci est doubli: car il provient d’un point fixe 21+ 2 doublC 

dans F. Par constquent l’escalier G ainsi obtenu appartient g l’ensemble des escaliers 

de taille 2n - 2 dont tous les points fixes 212 2j sont doublks, ensemble dtnombrt par 

e$i:: par hypoth&se de rkurrence. Par ailleurs, l’application F H G est bijective, car 

on se convainc aistment qu’ktant don&s un entier j compris entre 1 et n, un escalier 
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G de taille 2n-2 dont tous les points fixes 21>2j sont doubles, et un entier k tel que 

O< k <j, il n’existe qu’un seul escalier F de taille 2n antecedent de G par cette 

application, dont le plus grand point fixe non double vaut 2k, et dont le plus petit 

point fixe strictement suptrieur a 2k est 2j. En faisant varier 2j entre 2k+2 et 2n, on 

obtient 

e~~_,+e~5’:+...+e~~_~=e~~, 

comme nombre d’escaliers surjectifs F de taille 2n dont le plus grand point fixe non 

double est 2k, ce qu’il fallait demontrer. 0 

Corollaire 2.2. Le nombre de Genocchi Gzn est le nombre des escaliers surjectifs de taille 
2n-2, et le nombre de Genocchi median Hz,,+ 1 est le nombre des escaliers surjectifs de 
taille 2n dont tous les pointsJixes sont doubles. 

Cela resulte de la proposition preddente, en sommant sur k, ou en faisant k = 0. 

Corollaire 2.3. Pour 1 d k d n, l’entier e$tI 1 est le nombre des escaliers surjectifs de 
taille 2n dont tous les points fixes sont doubles et dont le plus petit point jixe est 2k. 

Cela resulte de la demonstration de la proposition, dans le cas (b). 

On peut encore retraduire la Proposition 2.1 a I’aide de la proposition 1.3, en notant 

que la bijection de cette proposition met en correspondance les escaliers surjectifs de 

taille 2n avec les permutations r~ dont l’ensemble des valeurs d’exddances est 

l’ensemble des nombres pairs, puis, en posant r=g-l, avec les permutations r telles 

que 

ViE{1,2, 3 ,..., n>, z(2i- 1)>2i- 1 et r(2i)<2i. 

Ainsi nous retrouvons le denombrement de ces permutations par G2n+Z, deja donne 

dans [S]. En considerant la valeur du plus grand 2k point fixe de r on obtient le 

tableau de Seidel. En particulier, en considerant le cas k = 0, nous trouvons une classe 

de derangements, interessants par les symetries qu’ils presentent, a travers le resultat 

suivant, qui Ctait annonct dans [l]: 

Corollaire 2.4, Le nombre de Genocchi median H 2n+ 1 est le nombre des derangements de 
Genocchi, c’est-a-dire des permutations z de { 1, 2, 3, . . . ,2n} vtrijiant la condition 
suivante: 

ViE(l, 2, 3, . . . ,n>, z(2i- 1)>2i- 1 et 2(2i)<2i. 

Ces permutations sont caracterisees par le fait que dans la representation lintaire de 

r la ligne briste reunion des segments joignant (i, z(i)) A (i+ 1, T(i+ 1)) franchit la 

diagonale a chaque pas. Dans le Tableau 3 nous montrons successivement, pour la 

taille 6, les escaliers du Corollaire 2.2, les permutations CJ qui leur correspondent selon 

la Proposition 1.3 (dans leur tcriture en cycles), et les permutations r = 0-r (dans leur 

ecriture lintaire). 
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Tableau 3. 

F: 224466 224666 244466 244666 246466 246666 264466 264666 

CT: (12)(34)(56) (12)(5346) (56)(3124) (531246) (536)(124) (512436) (34)(5126) (534126) 

*: 214365 215364 314265 315264 415263 514263 514362 415362 

3. La gCnCration de Gandhi des nomhres de Genocchi 

Appelons polynbmes de Gandhi de premikre et de deuxikme espke les deux suites de 

polynhes B,(x) et C,(x) dkfinis comme suit: 

i 

B,(x)=xZ, 

B,(x)=~~B,_~(x+l)-x2B,_I(x) (n>2); 

cl(x)=xz, 

C,(x)=x’C,-l(x+l)-x(x+l)C,_l(x) (n>2). 

Les premikres valeurs de ces polynhmes jusqu’$ n = 4 sont les suivantes: 

B,(x)=x2, &(x)=x2+2x3, 

B3(x) = 3x2 +8x3 +6x4, B4(x)= 17x2+54x3 +60x4+24x5, 

cl(x)=xz, C2(x)=x2+x3, 

C,(x) = 2x2 +4x3 + 2x4, 

Plus glnirralement, notons 

C,(x) = 8x2 + 22x3 +20x4 + 6x5. 

h(x)= c B”,kXk> C?I(~)= 1 Cn,kXk. 
Z<kCn+l 2<k<n+l 

En identifiant les coefficients de xk, on obtient les rkurrences sur les B,,, et sur les 

C n,k: 

n 
+...+ k-2 ( 1 Cn-I,“> 

avec les m&mes conditions initiales: B1,2 =C1,2=1, et &k=Cl,k=O pOUr k#2. 
Nous allons interprlter combinatoirement ces deux suites de polynbmes en termes 

d’escaliers surjectifs. Signalons qu’il existe une interprktation [20] des polynhmes 

22”l3,(x) qu’on ne sait pas relier g la premihe partie, figurant dkj$ dans [S], de la 
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Proposition 3.1 suivante. Etant donnt un escalier surjectif F de taille 2n, un point de 

F sit& sur la ligne suptrieure du diagramme, c’est-a-dire un i pour lequelf(i) = 2n, est 

dit point maximal de F. Le nombre k des points maximaux de F est au moins tgal a 2, 

carf(2n - 1) =f(2n) = 2n, et il est au plus egal a n + 1, car F possede en tout 2n points, 

dont au moins n- 1 qui ne sont pas maximaux car chacune des n- 1 lignes non 

maximales possede au moins un point. 

Proposition 3.1. (a) Le nombre des escaliers surjectifs de taille 2n qui posstdent k points 
maximaux est hgal h Bn,k. 

(b) Le nombre des escaliers surjectifs de taille 2n dont tous les points fixes sont 
doublb et qui possgdent k points maximaux est &gal b &. 

Dkmonstration. Supposons la proposition vraie pour n - 1. Soit 1’ application restric- 

tion I qui, a tout escalier surjectif F de taille 2n, fait correspondre 1’ escalier G = r( F) de 

taille 2n - 2 defini comme suit: pour tout ie { 1,2,. . . ,2n - 2}, g(i) = inf (f(i), 2n - 2). Si 

k est le nombre de points maximaux de F, k-2 d’entre eux sont abaisses sur la ligne 

superieure de G (cf. Fig. 4). Le nombre i des points maximaux de G est done au moins 

egal a k- 1 (car F possedait au moins un point sur cette ligne), et au plus Cgal a n, 
comme nous l’avions note prtcedemment. Rtciproquement, soit l’un des B,_ 1,i esca- 

liers G de taille 2n-2 ayant i points maximaux. Un antecedent F de G par 

l’application r est entierement determine par le choix des points maximaux de G qu’on 

remonte sur la ligne 2n pour qu’ils soient des maximaux de F (en compagnie des deux 

inevitables (2n - 1, 2n) et (2n, 2n)). Par consequent, parmi les 2’- 1 antecedents F de 

G par r, il en existe exactement (k L 2) qui ont k points maximaux, k variant de 2 a i + 1. 

11 existe done (k! 2)Bn- l,i escaliers F de taille 2n ayant k maximaux dont l’image par 

r possede i maximaux. En faisant varier i de k- 1 a n, on trouve 

= Bn,k escaliers F de taille 2n ayant k points maximaux, ce qui achbve la demonstra- 

tion du premier point. 

11 est clair que si F a tous ses points fixes doubles, il en va de mCme de sa restriction 

G, car le point fixe (2n - 2,2n - 2) de G est toujours double. En revanche, si G a tous ses 

points fixes doubles, il posdde un antecedent (et un seul) F par r ayant un point fixe 

non double, c’est celui qu’on obtient en remontant tous les points maximaux de 

G a I’exception de son point fixe (2n-2,2n - 2) qui devient alors point fixe non 

double de F. Dans ce cas, le dtcompte des points maximaux donne, en gardant les 

conventions preddentes: i = k - 1. Soit done un escalier G de taille 2n - 2 dont tous les 

points fixes sont doubles. S’il possede k - 1 points maximaux, il a ((:I :)- 1) anttctd- 

ents F avec k points maximaux et dont tous les points fixes sont doubles. Mais si 

G posdde i> k- 1 points maximaux, tous ses (k!Z) antecedents F avec k maximaux 

ont tous leurs points fixes doubles. D’oti la recurrence des Cn,k. 0 
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Corollaire 3.2. On a: 

Gzn=&-I(I)= 1 &-I,~=&z, ffz,+~=G(l)= 1 &=G+I,z. 
2<k<n 2$k<n 

En effet, en sommant sur k on obtient dans le premier cas le dknombrement de tous 

les escaliers surjectifs de taille 2n- 1, qui, d’aprhs le corollaire 2.2 du paragraphe 

prkctdent est le nombre de Genocchi Gzn, d’od la premike identitt, qu’on appelle 

g&ration de Gandhi des nombres de Genocchi car elle est tquivalente i une conjecture 

formulke par Gandhi [Ill], dtmontrke par des calculs analytiques en [l, 2, 163. Nous 

venons done, i l’aide des Propositions 2.1 et 3.1, d’en donner une preuve combina- 

toire, plus simple et plus directe que celle proposte en [9,21]. 

Dans le deuxi&me cas on obtient, en sommant sur k, le dtnombrement des escaliers 

surjectifs dont tous les points fixes sont doublCs, qui, toujours d’aprks le meme 

corollaire, est le nombre de Genocchi mCdian Hz. + 1, d'oir la seconde identitk que nous 

conviendrons d’appeler g&ration de Gandhi des nombres de Genocchi mbdians. 

Signalons qu’il existe une extension polynomiale de symCtrie trivarite des 

polyndmes de Gandhi de premiere espkce [7], qui conduit d’une part 1 des calculs 

intkressants [3], d’autre part A des rksultats combinatoires [7,12] qui gkntralisent notre 

Proposition 3.1(a). 11 serait intkressant de gkkraliser tgalement la Proposition 3.1(b). 

Introduisons A prtsent les skies gkrkratrices ordinaires B(x; t) et C(x; t) des 

polynames B,(x) et C,(x), qui peuvent kXre dtveloppkes en sCries de fractions 

rationnelles quand on it&-e leurs Cquations fonctionnelles: 

B(x; t,=c B,(x)t”=x2t+C [x2B.-~(x+1)-x2B,-~(x)lt” 
n>l II>2 

=x2t+x2tB(x+1;t)-x2tB(x;t) 

=&+&B(x+ 1; t) 

x2t x2(x+ 1yt2 

=I+xzt+(l +x2t)(l +(x+ 1)‘t) 

x2(x+ 1)2(x+2)2? 

+(l+X2t)(l+(X+1)2t)(l+(X+2)2t)+“’. 

C(x; t,=c C.(x)t”=x2t+C [x”c.-~(X+l)-x(X+l)C,-~(X)]tn 
n>l II>2 

=x2t+x2tC(x+1;t)-x(x+l)tC(x; t) 

xzt x2t 

=1+x(x+l)t+1+x(x+l)t 
C(x+ 1; t) 

x2t 
+ 

=l+x(x+l)t ... 

x2(x+ 1)2...(x+n-l)2 t” 

+(1+x(x+l)t)(l+(x+l)(x+2)t)~~~(1+(x+n-l)(x+n)t)+~~~~ 
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Pour les series geniratrices ordinaires des nombres de Genocchi, on dtduit done les 

developpements suivants en portant x = 1: 

Corollaire 3.3. On a: 

c G 
t 4t2 36t3 

n>l 
2n+2t”=lft+(l +t)(l+4t)+(l +t)(l+4t)(l+9t) 

(n!)2t” 

+“‘+(1+t)(l+4t)...(1+n2t)+“’ 

c 
t 

H - 
4t2 

n>l 2n+1t”=1+2t+(1+2t)(l+6t) 

(n!)” t” 

+“‘+(1+2t)(l+6t)..(l+n(n+l)t)+“” 

On trouvera dans [l] une preuve analytique directe de ces deux identites, et par 

consequent de la generation de Gandhi des nombres de Genocchi G2, et Hz,+ r. 

Signalons pour conclure d’autres representations des series B(x; t) et C(x; t), d’une 

part des developpements en series de fractions rationnelles, dont le second est dQ 

a Ismail et Stewart ([13], identitt (1.12)), le premier se demontrant de man&e 

analogue, d’autre part des fractions continues de type Stieltjes, demontrees dans [S]: 

1+$x; t)=l+E+ 
2!x(x+ l)t2 3!x(x+ 1)(x+2)? 

l+t (l+t)(l+4t)+(l+t)(l+4t)(l+st)+“’ 

1 
= 

xt 
l- 

l- 
(x+ 1)t 

l- 
2(x+ 1)t 

l- 
2(x+2)t 

l- 
3(x+2)t 

l- 
3(x+3)t 

(x+l)t 2!(x+1)(x+2)tZ &(x; t)= 1+1+2t+ 
3!(x+l)(x+2)(x+3)t3 

(1+2t)(l+6t) +(1+2t)(l+6t)(l+12t)+“’ 

1 
= 

(x+ 1)t 
l- 

l- 
(x+ 1)t 

l- 
2(x+2)t 

l- 
2(x+2)t 

l- 
3(x+3)t 

l- 
3(x+3)t 
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Quand x = 1, on retrouve les dkveloppements classiques des skies gtntratrices des 

nombres de Genocchi en fractions continues [19, 15,21, lo]. Signalons enfin que 

Stieltjes [ 191 propose une autre extension de la fraction continue relative aux nombres 

de Genocchi, pour les polyn6mes qu’on appelle polynbmes d’Euler dans les recueils de 

fonctions spkciales. 
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