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We give the first combinatorial interpretation of the coefficients of the power 
series of the elliptic Jacobi functions sn, cn and dn. This is done by introducing 
a new class of permutations enumerated by the Euler numbers and a new index 
about permutations having the same distribution as the Eulerian numbers. 

1. INTRODUCTION 

Les fonctions elliptiques de Jacobi notees habitueilement sn, cn et c&z 
peuvent Ctre d3inies de la facon suivante: 

Si k est un nombre reel compris entre 0 et 1, notons u l’integrale 

La fonction reciproque cp(u) = am u est encore appelee l’amplitude de U. 
Alors on pose: 

sn(u, k) = sin v 

cn(u, k) =L cos cp 

dn(u, k) = (1 - k2 sin2 ~)r;~~ 

11 existe bien d’autres faCons d’introduire ces fonctions elliptiques, 
notamment avec les fonctions theta. On verra par exemple Tannery et 
Moik [17], Neville [15], Tricomi [18]. Nous nous servirons ici seulement du 
fait que les relations (1) et (2) sont tquivalentes aux relations suivantes: 

sn’(u, k) = cn(u, k) dn(u, k) 

cd@, k) = --sn(u, k) dn(u, k) 

dn’(u, k) = -k%n(u, k) crz(u, k) 
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avec les conditions initiales: 

sn(0, k) = 0, cn(0, k) = 1, dn(0, k) = 1. 

Les relations (3) permettent de calculer les developpements en serie entiere 
de ces fonctions. Ceux-ci s’ecrivent sous la forme: 

sn(x, k) = c (-1)” &+r(k2) x2”+1/(2n + l)! 
n>O 

cn(x, k) = 1 + c (- 1)” J&2) P/(2n) ! 
a>1 

dn(x, k) = 1 + c (-1)” /P&@/P) x2n/(2n)! 
n21 

(4) 

Dans ces expressions, J2n+l(k2) et Jzn(k2) sont des polynomes pairs en k, 
a coefficients positifs et de degre respectivement 2n et 2n - 2. En rassemblant 
les deux cas en un seul nous notons: 

J,(k2) = c J,,BDk2g 
0<29<n--1 

(n 2 1). (5) 

Les premieres valeurs de ces coefficients sont don&s par les deux tables 
suivantes: (voir par exemple Tannery et Molk [17, vol. 4, p. 921). 

Ce fut Guderman [l I] qui calcula le premier ces coefficients jusqu’au 
degre 12. On verra aussi la mtthode de calcul de Hermite [12], ou encore 
Jacobi [13], et Mitra [14]. On ne connait pas actuellement de formules 
explicites pour J,,2D . Remarquons que les polynbmes J,(k2), y1 impair, sont 
symetriques. 

TABLE 1 

DCveIoppement de sn 

2n + 1 k” k2 k4 ks . ks k10 E . %I+1 

I 1 1 

3 1 1 2 

5 1 14 1 16 

7 1 135 ,135 1 272 

9 1 1228 5478 1228 1 7936 

11 1 11069 165826 165826 11069 1 353792 
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TABLE 2 

Dkveloppement de cn 

2n 

2 

4 

6 

8 

10 

12 

k2” 

k@ k= k4 k6 k” kl” E 2n 

1 1 

1 4 5 

1 44 16 61 

1 408 912 64 1385 

1 3688 30768 15808 256 50521 

1 33212 870640 1538560 259328 1024 2102765 

La somme des coefficients des polyncimes J,(k*) est, pour y1 impair Ie 
nombre tangent, et pour n pair le nombre s&ant appele encore darts les deux 
eas nombre d’Euler E, et de serie generatrice: 

1 + 2 E, P/n! = -isn(iu, 1) + cn(iu, 1) = tg u + I/cos u. (6) 
n>1 

Nous donnons ici la premiere interpretation combinatoire des coefficients 
J *,a * 

Pour ceci nous introduisons au paragraphe 2 une ciasse de permutation que 
nous appelons permutations de Jacobi, et denombree par les nombres &Euler 
E, . Ceci constitue une nouvelle interpretation combinatoire de ces nombres, 
aprb lespermutations alternantes de Andre [I] et les permutations introduites 
par Foata et Schtitzenberger {S] sous le nom de permutations d’dndr4, (voir 
aussi Foata, Strehl [9]). 

Au paragraphe 3 nous introduisons un indice X(O) associe B une perniu- 
tation CJ. Celui-ci a la meme distribution que les nombres euZ&iens, (am 
permutations seIon le nombre de leurs montees). 

Nous montrons alors au paragraphe 4 que J,,,, est Ie nombre de permu- 
tations de Jacobi RT sur (l,..., n} telles que x(n) = 2p. Cette ~nte~r~~t~o~ 
est mise sous forme de fonction sowexddalzte au paragraphe 5. 

2. PERMUTATIONS DE JACOBI 

Notations. Nous notons [n] le segment [I, n] = (1, 2,..., n>, et 6, 
l’ensemble des permutations sur [n]. Une permutation est consideree ici 
comme un mot 0 = x1 -1. x, . Nous notons 6 l’ensemble des mots dont Ies 
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lettres sont les entiers strictement positifs et tels que chaque lettre apparaisse 
au plus une fois. Le mot vide est note A, la longueur d’un mot w  E 6 par 
( w  1 et la plus petite lettre du mot w  par min(w). 

Soit w  = X, a.1 X, un mot de G et {vl < *a* < yIE} l’ensemble totalement 
ordonne de ses lettres. Soit I l’unique morphisme d’ensemble totalement 
ordonnt (ul ,..., yn} + [n]. 

Nous dkfinissons la permutation 6(w) de 6, par: 

6(w) = l(x,) *** l(x?J. (7) 

REMARQUE 1. Pour toute partie A de N (ne contenant pas 0) et tout (T E 6, 
il existe un unique mot w  E G ayant A comme ensemble de lettres et tel que 
6(w) = u. 

Enfin le compltmentaire J d’un mot w  = x1 **a X, de 6 est le mot defini 
par 

i7 = 1(x1) --* 1(x%) avec I(yi) = yn+l-i ou (vl < 0.. < un) est 
l’ensemble totalement ordonne des lettres de w. (8) 

11 est aisC de demontrer le lemme preliminaire: 

LEMME 2. Soient w un mot de 6 et x une lettre de w. II existe une et une 
seule factorisation du mot w sous la forme w = uxp(x)v o& u, p(x) et v sent des 
mots de 6 vt%jiant les deux conditions: 

(i) Ie mot p(x) a toutes ses lettres >x, 

(ii) ou bien v est vide, ou bien sa premihe lettre est <x. 

Si une confusion est a craindre, nous noterons encore pw(x) pour p(x). 
Par exemple pour u = 728514963 et x = 4, la factorisation du lemme 2 

est CT = (72851,4,96, 53). 

DI~FINITION 3. Une permutation CT de 6, est dite permutation de Jacobi 
ssi pour tout x E [n], le mot p(x) defini au lemme 2 est de longueur paire. 

Nous notons ym l’ensemble des permutations de Jacobi de 6, . Par exemple 
u = 728514963 est une permutation de Jacobi. Les mots p(l),..., p(9) sont 
donnts dans le tableau suivant: 

X 123456789 

pO(x) 4963 85 A 96 A A (1 (1 A 
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LEMME 4. Soit (T une permutation de 6, . Notons u et v les uniques mats 
de G tels que u = ulu. Alors u E fn si on a les deux conditions: 

(i) [ v I est pair, 

(ii) les permutations 6(u) et 8(v) dt$inies par (7) sont de Jacobi. 

Soit 0; = ulv une permutation de 6,. On a Cvidemment p(l) = Y. Pour 
tout x lettre de u (resp. v) le mot p(x) est un facteur du mot M (resp. v). Le 
lemme resulte alors simplement de la relation: 

pour tout w  E G et x E [n] on a pw(x) = pb(,j(l(x)) avec 1 Xe 
morphisme intervenant en (7). (9) 

QED. 

PROPOSITION 5. Le nombre de permitations de Jacobi sur [n] est le nombre 
d’Euler En. 

Soit a, = ] 9% j. Le lemme 4 et la remarque 1 prouvent les relations: 

a,,+, = 2Eo (z) a2+s2i (n > 1) 

(10) 

a 2n = >: (“, ‘) a2n-1-2ia2i (n 3 1) 

avec les conditions initiales a, = a, = 1. 
Notons f(u) et g(u) les series generatrices exponentielles: f(u) = 

Cd0 a2n+lu2n+1j(2n + I>! , g(u) = 1 + Ll a2,u2”l(2n)! 
Les relations (10) sont Cquivalentes aux reIations: 

f’(u) = g”(u) 

avec les conditions initiales f(0) = 0, g(0) = 1. 
Ces relations se resolvent en: 

f(u) = tg % g(u) = l/cos U (12) 

REMARQIJE 6. On peut donner un moyen simple de construire toutes les 
permutations de $%. On part du mot w0 = 0 ..* 0 form6 de n zeros. Suppo- 
sons construits wO, w1 ,..., xZpl , mots form& avec les lettres 0, 1, 2,..., 
x - 1 < n. On choisit un facteur forme de 0 consecutifs et de longueur 
maximale, puis un zero dans ce facteur ayant un nombre pair de zeros 
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consecutifs a sa droite. Le mot w, est alors obtenu en remplacant ce zero 
par la lettre x. Alors $n est l’ensemble des mots w, ainsi obtenus. 

Par exemple une construction possible est la suivante: (n = 9) 

w~=ooooooooo 

w,=000010000 

w~=020010000 

w,=O20010003 

w,=O20014003 

w,=O20514003 

w,=O20514063 

w,=720514063 

w,=728514063 

wQ=728514963 

3. L'INDI&x(u) 

Soit w  = x1 -a+ x, un mot de 6. Un ClCment xi, i E [n], est dit dhnent 
saillant de w  ssi xi = min(x, *-a xi). 

La suite decroissante des k elements saillants s, > --- > sk: de w  est aussi 
definie de man&-e unique par-la condition: 

w = S,UlS,U, *-* skuk avec u, ,..., u, E 6, s, > e-m > sk et pour 
tout i E [k], toute lettre de ui est superieure a si . (13) 

Remarquons que (13) est aussi equivalent & la condition: 

w  = SIUl *a* S&, avec pour tout i E [k], si > 1, ui E 6 et 
P&i) = ui * (13)’ 

Par exemple les elements saillants de w  = 728514963 sont 7, 2, 1. 

D~INITION 7. Soit w  un mot de G et x une lettre de w. La hauteur de la 
lettre x relativement au mot w  la contenant, notee encore h,(x), est definie 
par recurrence sur la longueur des mots de 6 comme l’unique fonction 
verifiant: 

Soit w  = s,u, *-- skuk l’unique factorisation de w  selon (13), 

(i) si x = si , i G [k], alors h,(x) = 0, 

(ii) si x est une lettre de ui , i E [k], alors h,(x) = 1 + h&). 
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Par exemple les hauteurs des elements I, 2,..., 9 relativement a la permu- 
tation Q = 728514963 sont les suivantes: 

hauteur 0: 7,2,1 

hauteur 1: 8, 5,4, 3 

hauteur 2: 9,6. 

DEFINITION 8. Soit w  un mot de 5. L’indice x(w) est fe nombre de lettres x 
de w  ayant une hauteur h,(x) impaire. 

Nous demontrons les lemmes preliminaires suivants sur les notions de 
hauteur h,(x) et d’indice x(w). 

LEMME 9. Soient w  u11 mot de B, m = min(w) sa plus petite lettre et u, 
v E 6 tels que w  = umv. 

Mm x(w) = x(u) + I v I - x(v). 

Soit w = s,u, **a skuk I’unique factorisation de w  sous la forme (13) ou 
(13)‘. On a ici u = slul *.* uk+, m = sic et v = ?.& . Les relations (i) et (ii) de 
la definition 7, impliquent les deux affirmations: 

Pour toute lettre x de U, h,(x) = h,(x). WI 
Pour toute lettre x de v, h,(x) = Z + h,(x). (14)’ 

D’ou le lemme. Q.E,D. 

Nous definissons maintenant l’appIication 8: G -+ 6 eomme l’nnique 
application verifiant les deux conditions suivantes: 

Pour tout x E [HI, 8(x) = x. WI 
Pour tout w  = umv fz B avec m = mm(w), aiors e(w) = 
B(U) mqv) (avec @), le complementaire de B(v) defini en (8)). (15)’ 

Par exemple si u est la permutation a = 4517263, on calcule successivement 

6(u) = 8(45)1 8(7263) 

8(45) = 45 

f3(7263) = 72 9(63) = 7236 

d’oh @(CT) = 4512763. 

LEMME 10. L’application 8: G + G est ulze btjection telle que, pour tout 
mot w  = x1 ..- Ic, de G, on a, en notant B(w) = y, 7.. yn: 

Pour tout i E 12, n], h,(xi) est impair ssi yiel C y, . (161 

Le lemme est vrai pour les mots w  de longueur 1. Supposons que la 
restriction de 0 aux mots de 6 de longueur n soit une bijection (sur ces mats 
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de longueur n) verifiant la condition (16). II est clair avec (15)’ que la restric- 
tion de 0 aux mots de 6 de longueur IZ + 1 est une bijection. 

Soit w  = umv un mot de 6 de longueur IZ + 1 avec m = min(w). Le fait 
que ce mot verifie encore la condition (16) est une simple consequence de 
l’hypothese de recurrence, des relations (14), (14)‘, (15)’ et de la propriete 
suivante: 

Pourtoutw=xl...x,E~avec~=y,...y,,onaxi_l <Xi 

ssi Y~-.~ > yi (i E [2, n]). (17) 

Par recurrence on a done le lemme. Q.E.D. 

Le lemme 10 permet de calculer la distribution de I’indice x sur 6, . 
Rappelons que les nombres euleriens Anek: sont definis par la relation de 

recurrence 

A -1 1.1 - 7 Al,k = 0 (k f 1) 
A 

(18) 
n.k - - kA,-l,k + (n - k + 1) An-l,&1 pour n > 2 et k E [n]. 

Le polyn6me eul&ien (de degre n - 1) est d&ni par 

A,(t) = c A,&“-’ 
l@<n 

et a pour fonction generatrice exponentielle 

11 est bien connu que le nombre eulerien &,k+I (0 < k < n - 1) est le 
nombre de permutation de G& ayant k montees, c.a.d. les permutations 
u = x1 -01 x, de 6, ayant k indices i E [n - 11 tels que xi < xi+1 . 

Parmi les tres nombreux articles sur la question, on verra par exemple, 
Carlitz [3], Comtet [4, pp. 240-2461, Foata et Schutzenberger [7], Riordan 
[16, pp. 38-39,2142161. 

11 est alors evident avec le lemme 10 que la distribution sur 6, du para- 
mittre x est eultrienne, C.&d.: 

PROPOSITION 11. Le nombre de permutations cr E 6, telles que x(a) = k 
(k E [0, n - 11) est &gal au nombre eu&ien Anaktl . 

On pourrait definir dualement la notion d’tlements saillants de droite a 
gauche de w  = x, *a. x, E 6 en prenant xi = min(xi m.0 x,). On definirait 
aussi la notion de hauteur a gauche h;(x) pour x lettre du mot w. On definit 
aussi l’application 6’ par la condition (15) et la relation obtenue en remplacant 
l’egalite de (15)’ par: 19’(w) = e’(u) me’(u). Le lemme 10 est encore valable 
pour 0’ et la hauteur a gauche h’,(x). 

Rappelons que la permutation u = x1 .*a x, de 6, est dite alternante 
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descendante (resp. alternante montante) ssi l’ensemble des indices i E [n - l] 
tels que xi -C xi.+1 est I’ensemble des indices pairs (resp. impairs) de [n - l]. 
II est classique depuis D, Andre! [l] que ces permutations sont dhombrees 
par le nombres d’Euler E, . 

Le lecteur v&-ifira alors la propriM compl&mentaire suivante: 

PROPOSITION 12. Soit CT = x1 ..* x, une permutation de Gi, avec n pair 
(resp. impair). Cette permutation est de Jacobi ssi l’ensemble des indices 
impairs (resp. pairs) i E [n] est identique d l’ensemble des indices i E [n] tels que 
la hauteur d gauche hL(xi) soit impaire. L’application 8’ precedente est une 
bijection entre fn et l’ensemble des permutations alternantes descendantes 
(resp. montantes) de 6, . 

On retrouve ainsi le fait que ] j,, I = E, . 
Par exemple, pour la permutation de Jacobi u = 728514963, on cakule 

successivement: 
8’(7285) = 7285 

0’(4963) = 9463 

B’(u) = 582719463 

qui est bien une permutation alternate montante. 

4. INTERPRGTATION COMBINATOIRE DES POLYNbMES Jn(k2) 

Nous pouvons maintenant donner l’interprkation combinatoire annonc$e: 

THI?O&ME 1. Soit Jn,zz, (n 2 1, 0 < 2p < n - 1) le coeficient d&i par 
(4) et (5) comme &ant le terme en k2” du polyn&me J,(kz) intervenant duns le 
developpement en serie entiere des fonctions elliptiques de Jacobi sn(u, k), 
cn(u, k) et dn(u, k). 

Alors J,,z, est le nombre de permutations de Jacobi (dejinition 3) dont 
l’indice x (d@nition 8) est &gal a 2p. 

Les reiations de dbfinition (3) des fonctions elliptiques sn, en et dn sent 
kquivalentes aux relations de rtkurrence suivantes SUIT les polyn6mes Jn(k2), 
n 2 1, dCfinis par (4): 

Jzn+1(k2) = ; ( ;) Jz,+zi(k2) k2iJ&k2) 
2i=o 

(n > 0) 

(201 

J2n(k2) = ‘5’ (‘“27 ‘) J2n-1-2<(k2) k2”J2i(1/k2) tn > l> 
2i=o 

avecJ,‘== J,= 1. 
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Pour ?z > 1, notons Jk le polyname en k, Ji = CoCsGn J&kg aver 
J;,p = I+ E A, x(4 = PII. 

En fait Ji est un polyname pair JA(k2) d’aprks les dkfinitions. Si on note 
Jl,, = I(u E fn, II - x(u) = p}l et J$ = &eG:n J&, kp, on a Cvidemment 

J;n,p = k2”J;,(llk2). W) 

La remarque 1, les lemmes 4 et 9 prouvent alors les rkurrences: 

J&(k’) = 2 ( $) J&+&k’) J:‘a(k’) 
2&O 

(n b 0) 

(22) 

J&(k’) = ‘5’ (“, ‘) J;n-1-2i(k2) J:i(k”> (n > 1) 
2&O 

avecJ,“=J,I=Ji=l. 
,D’aprt?s (21), ces relations sont les m&mes que (20). Ainsi JL = J, pour 

tout n > 1. Q.E.D. 

EXEMPLE 13. Les cinq permutations de $d sont les suivantes: 

indice ~(0) = 0 indice x(u) = 2 

4321 2431 
4132 
3142 
2143 

On a bien J4,0 = 1 et Jde2 = 4. 
Les 16 permutations de f5 sont les suivantes: 

indice x(u) = 0 indice x(o) = 2 indice x(u) = 4 
54321 35421 1.5432 

5243 1 
42531 
32541 
54132 
53142 
13542 
43152 
52143 
15243 
42153 
14253 
32154 
13254 

On a bien JsBo = 1, J5,2 = 14, J5,4 = 1. 
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REMARQUE 14. Lorsque l’on construit les permutations de Jacobi o‘ E 3% 
selon la methode exposee a la remarque 6, on peut directement connaitre 
la parite des hauteurs h,(x), x E [n] selon la rbgle suivante: 

Quand on passe de w,-~ A w, par insertion de la lettre x: 

(i) si x n’a aucune lettre #O a sa gauche dans w, , alors h,(x) est paire, 

(ii) sinon soit y la plus proche lettre #O de w, situ&e a gauche de x, 
alors h,(x) est de parite opposee a y. 

(En fait dans le cas (i), h,(x) = 0; dans le cas (ii) h,(x) = 1 + h,(y)). 

REMARQUE 15. Lorsque n est impair, I’application associant a u = ult, E 
yn la permutation u’ = ulu est, d’apres le lemme 4, une bijection yn -+ yn s 
De plus on a d’aprb le lemme 9, 

x(0’) = n - 1 - x(u). 

Ceci prowe geometriquement que le polyname J,(k2) de degre n - 1 en k 
est un polynome symetrique: 

k”-lJ,( 1 /A?) = J,(kz). 

5. INTERPRfiTATION AVEC LES FONCTIONS SOUS-EXCiDANTES 

Les notions introduites ci-dessus se traduisent agreablement en termes de 
fonctions sowexcedantes. 

Une fonction f: [n] -+ [O, n - l] est dite function sowexc&?unte (on dit 
parfois aussi fonction strictement sow-exddante) ssi on a 

Nous noterons & l’ensemble des fonctions sous-excedantes sur [n], 
11 existe de nombreuses bijections remarquables entre Gi, et 3% . Nous 

rappelons ici celle introduite par FranCon [lo] et Viennot f191t lors de 
l’etude dune correspondance entre arbres binaires et permutations. Cette 
bijection se trouve sous une autre forme dans Burge [2] et a 6te aussi retrouvee 
par Foata [6] sous le nom de V-code. 

Soit (I = x1 +-. x, une permutation de G3, . On d&sit f = q(Ep) par la 
condition suivante: 

Pour x E [n], si x est klement saillant de u alors f(x) = 0, 
sinon soit x = xi etj = max{ j, j < i, xj -c x,), alorsf(x) = xj . (241 
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Par exemple pour (T = 728514963,f = ~(0) est definie par la table: 

x 123456789 

f(x) 0 0 1 1 2 4 0 2 4 

L’application 9): 6, + 9% est une bijection (voir par exemple Francon [IO] 
ou Viennot [19]). Elle peut &tre aussi definie par la condition: 

f = q(u) avec pour tout x E [0, n - l] les elements y E [n] 
tels que f(y) = x sont les elements saillants du mot p(x) 
(en convenant u = p(O)). (25) 

Nous noterons d,*(x) ((degre de x relativement a f) le nombre de y E [n], 
f(Y) = 4. 

On d&nit la hauteur h,(x) de x relativement Bfe Sn par la recurrence 

si f(x) = 0, alors h,(x) = 0 

si f(x) = y, alors h,(x) = 1 + MY)* 
(26) 

D’apres (25), la definition 7 et la definition (26) on a.trivialement le 

LEMME 16. Soient o E Gn, f = v(u) E & et x E [n]. Alors h,(x) = h,(x). 

D’autre part la bijection v transforme les permutations de Jacobi en les 
fonctions f sous-excedantes suivantes: 

LEMME 17. Soient u E Gn et f = y(u). Alors u E Sn ssi le degre’ d,O(x) de 
tout x E [n] relativement ci f est pair. 

En effet d’apres (25), ce lemme Cquivaut a la condition suivante aisle a 
verifier avec (13)‘: 

VX E [n], ) p(x)1 est pair ssi le nombre d’tlements saillants de 
p(x) est pair. (27) 

Les lemmes 14 et 15 donnent une autre version du theorbme 1 sous la 
forme suivante: 

TH~O~ME 2. Le coeficient Jn,zP (n 2 1, 0 < 2p < n - 1) deJinipar (4) 
et (5) est kgal au ntimbre de fonctions sous-exckdantes f de Fm tellei que 
chaque &IPment x E [n] ait M degre’ d,*(x) pair, et ayant 2p e’lkments x E [n] 
dont la hauteur h,(x) est impaire. 

REMARQUE 18. La nouvelle interpretation combinatoire des nombres 
eultriens A,,I, de la proposition 11 devient ici: 

Le nombre eulerien A,,,,, est le nombre de fonctions sous-exddantes 
f E g% ayant k elements dont la hauteur h,(x) est impaire. 
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Cette interpretation est a rapprocher de celle de Dumont [5]: A,,,,, est le 
nombre de fonctions sous-exddantes f~ 9n ayant k elements de degrt 
Q(X) > 1. Notons Im a(f) l’ensemble de ces eknents. Remarquons encore 
que la bijection 9 permet de retrouver cette interpretation car q.~ transforme 
les valeurs x E [n] telles que x = xi < X~+~ (ou montees de CJ) en les elements 
de Im a(f) (d’apres (25) et le fait que x est montee ssi p(x) # (1). 
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